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Chuyén de 4

Hinh Hoc Khong Gian

§1. Thé Tich Khbi Da Dién

4.1. Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC c6 canh day bing a, canh bén bing 2a. Tinh thé tich khoi chép
S.ABC theo a.
a3

T

1
Lai giai. Dien tich ddy ABC la Saapc = 5AB.AC.sin60° =

V33

GQiOlatamdéytacéAO:a\f:SO:\/SAQ—AO?: a4 .
, . 1 3V11

Vay thé tich khéi chép S.ABC 1a Vs.ape = 5 Saapc.SO = ¢ o

4.2. Cho hinh chép tt gide déu S.ABCD c6 canh day bang a. Tinh thé tich khéi chép biét goc giita canh
beén va day bang 60°.

Lai giai. Dien tich day ABCD 1a Sapcp = AB.AD = a?.

Goi O 1a tam day ta c6 AO = “‘f = SO = AO. tan 60° = “\2/6
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. 2 . % . N 1 (13\/6
Vay the tich khoi chép S.ABCD 1a Vg apcp = §SABCD.SO =5

4.3. Cho hinh chép S.ABC c6 hai tam giac ABC va SBC déu canh a; géc gitta SA va ABC biang 60°.
Tinh thé tich ctia khéi chép S.ABC.

1 2V3
Loi gidi. Dien tich day ABC la Saapc = 5 AB.AC. sin 60° = a {.

Goi M la trung diém BC ta c6 SM 1 BC va AM 1 BC nén BC1(SAM) hay (SAM) L(ABC).

Goi O la hinh chiéu ctia S tren AM ta c6 SOL(ABC) = géc gitta SA va (ABC) la SAO = 60°.
Hon nita cac tam giac ABC va SBC déu canh a nén SM = AM = a—23 = ASAM déu canh a\2/§'

Do d6 O la trung diém AM va SO = ??Ta'

. ) 1 3V3
Vay thé tich khéi chop S.ABC 1a Vs.ape = 5Saanc.SO = a*v/3

16

4.4. Cho hinh chép S.ABC c6 day 1a tam gidc déu canh a; SA vuong goc véi (ABC). Biét goc gitta (SBC)
va (ABC) bing 45°. Tinh thé tich khdi chop S.ABC.

1 2V3
Loi gidi. Dien tich déy ABC la Saapc = 5 AB.AC. sin60° = a ;f.

Goi M la trung diém BC ta c6 SM LBC va AM_LBC nen géc giita (SBC) va (ABC) 1a SMA = 45°.
S

3

Do d6 tam gidc SAM vudng can tai A nén SA =AM = (1\2[
3
a

8

)4 Z ]-
Vay theé tich khoi chép S.ABC 1a Vg apc = gSAABC"SA =

4.5. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABC D la hinh thang vuong tai A v D v6i AD = CD = a, AB = 3a.
Canh bén SA vuong goc véi mat day va canh bén SC tao v6i ddy mot goéc 45°. Tinh thé tich khdi chép
S.ABCD theo a.
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1
L&i giai. Dien tich day ABCD la Sapop = 5(AB + CD)AD = 2a2.
Ta c6 SAL(ABCD) nén goc gitta SC va (ABCD) la SCA = 45°.

Do d6 tam gidc SAC vuong can tai A nén SA = AC = VAD? + DC? = a/2.
. ) 1 2a31/2
Vay thé tich knéi chp S.ABCD 1a Vs.apep = g Sapcp.SA = “3f.
4.6. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vuong canh a; SD = 2a. Hinh chiéu ctia S trén
(ABCD) 1a trung diém AB. Tinh thé tich khéi chop S.ABCD.
Lai giai. Dien tich diy ABCD 1a Supcp = AB.AD = d?.
Goi H 1a trung diém AB ta c6 SH1(ABCD).

5 V1

Tac6 HD =V AH? + AD? = a\!, suy ra SH = /SD? — HD? = aT‘
. . 1 3V11
Vay thé tich kh6i chop S.ABCD 1a Vs.apcp = 5 Sapcp-SH = a .

4.7. Cho hinh chop S.ABC' c6 day la tam giac vudng tai A; goc ABC = 30°. Mit bén SBC la tam giac
déu canh 2a va nim trong mit phang vuodng géc véi day. Tinh thé tich khoi chop S.ABC.

Loi giai. Tam giac ABC vudng tai A va ABC = 30° nén AB = BC. cos 30° = aV/3; AC = BC.sin 30° = a.

1 2V3

Do d6 dien tich déy ABC la Saapc = 5 AB.AC = a*V3,

2
S

0 !
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Goi H 1a trung diém BC ta c6 SH L BC ma (SBC)1(ABC) nén SH L(ABC) va SH = aV/3.
. . 1 3
Vay thé tich kndi chp S.ABC 1a Vs.ape = g Saapc.SH = %

4.8. glo\hinh chop S.ABC c6 miat bén SBC 1a tam gidc déu canh a, canh bén SA vuodng goéc véi day.
Biét BAC = 120°, tinh thé tich ctia khéi chop S.ABC' theo a.
Ldi giai. Ta ¢6 SAL(ABC) nén AB, AC lan lugt 1a hinh chiéu ctia SB, SC trén (ABC).
Mt khac SB = SC nén AB = AC.
2 — 11—
Do d6 goi M trung diem BC ta ¢c6 AM 1 BC va BAM = iBAC = 60°.

S

BM
Trong tam giac AM B vuong tai M c6 AM = -4
tan60°  24/3
1 a’
Do d6 dién tich day ABC' la S =-AM.BC = —.
o d6 dién tich day a Sa4BC =5 i3

5

6
Trong tam giac SAM vuong tai A c6 SA=+SM?2 - AM? = QT.
3

36

4.9. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 déy la hinh vuong canh a. Pudng cao SA = a. Trén hai canh AB, AD
lan lugt 14y hai diém M, N sao cho AM = DN = z,(0 < o < a). Tinh thé tich khoi chép S.AMCN theo
a va z. Tim  dé M N nhé nhat.

a

IS

. . 1
Vay the tich khoi Chép SABC la VS.ABC’ = gSAABC-SA =

1 1 1
Loi giai. Ta ¢6 Sayon = Sapep — (Samse + Sanpe) = o — <2a(a —x)+ 2a:r:> = §a2.

3

, , 1
Thé tich khsi chop S.AMCN 1a Vs.aven = 5Samen-SA = %

B~ —C

2
TaCéMN:\/AM2+AN2:\/a:2+(a—:z)2:\/2x2—2ax—|—a2:\/2<x—a) 4+ —a?2 > —

. ) 5
Déu bing xay ra khi z = g Vay MN dat gia tri nhé nhét la “\2[ khi z =

(VIS

6
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4.10. Cho lang tru ding ABC.A'B'C’ c¢6 day ABC la tam giac vuong tai A, AB = a, BC = a/3, AC' = 2a.
Tinh thé tich ctia khéi lang tru ABC.A’B'C".
L3Ji giai. Tam gidc ABC vuong tai A nén ta c6 AC = VBC? — AB? = a/2.

1 22
Di¢n tich day ABC a Saapc = 5 AB.AC = ¢ 2‘[

A/ C/

Tam giac AA'C’ vuong tai A’ nén ta c6 AA' = VAC? — AIC™2 = a\/2.
Vﬁy thé tich khél lang tru dfl’ng ABC.A'B'C' 1a VABC.A’B’C” = SAABC-A/A = (13.

4.11. Cho hinh hop ditng ABCD.A'B'C'D’ ¢6 ddy ABCD 1 hinh thoi canh a; géc BAD = 60°. Diém O
la giao ctia AC va BD; géc giita A’O va day 1a 60°. Tinh thé tich khéi hop ABCD.A'B'C'D’.

e eme e e A . : a?V/3
Lai giai. Dién tich day ABCD 1a Sapcp = AB.AD.sin60° = 5
B/ | Cl
|
|
A/ E D/
\ |
\ |
\ 1
\\ |
\ I
\\ :
A
N o0
//// 600?\\"/,/”’
// P /O\\
AN
A 60° D
— . 3
Tam giac ABC can tai A va ¢c6 BAD = 60° nén tam giac ABD deu, suy ra AO = aT.
— 3
Ta c6 A’AL(ABCD) nén goc gitta A'O va (ABCD) la A/OA = 60°, suy ra AA’ = AO. tan 60° = 7“
N 2 . Ze 1 A P 1A TN 1S ’ 30,3\/5
Vay theé tich khoi hop dlIng ABCD.A'B'C'D' 1a Vapep.arpcrpr = Sapcp . A'A = 1

4.12. Cho lang tru ding tam giac ABC.A’B'C’ c6 day la tam giac déu. Mat phang (A’BC) tao vé6i day
mot goc 30° va tam giac A’BC c6 dien tich bing 8. Tinh thé tich khéi ling tru ABC.A'B'C".

Loi giai. Goi M la trung diém BC ta c6 AM 1LBC va A/ M 1BC.
Do d6 goc gitta (A'BC) véi day 1a A/M A = 30°.
3 AM
Dit AB =12 >0, ta c6 AM = 22 = A'M = —z
2 cos 30°

1 1
Khi d6 Saape = §A’M.BC = 53:2, suy ra 22 = 16 hay = = 4.

1
Do d6 dién tich day ABC 1a Saapc = 5AM.B(J = 44/3.

7
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Duong cao AA" = A’M.sin 30° = 2.
Vay thé tich khé)l lz“mg tru dfrng ABOA/B,C/ 1a VABC.A’B’C’ = SAABC-A,A = 8\/§

4.13. Cho lang tru ding ABC.A'B'C’ ¢6 tam gidgc ABC déu canh a va dudong thing A’B tao véi day mot
goc bang 60°. Goi M va N lan lugt 1a trung diém ciia cac canh AC va B'C’. Tinh theo a thé tich ctia khoi
lang tru ABC.A’B'C’ va do dai doan théng M N.

1 23
Lsi gidi. Dién tich day ABC la Saapc = 5AB.AC.sin60° = a ;f.
Ta ¢6 A’AL(ABC) nén géc gitta A'B va (ABC) 1a A/BA = 60°, suy ra A’A = AB.tan 60° = a\/3.
. ) 3a3
Do d6 theé tich khoi léng tru dfl’l’lg ABC.A'B'C' 1a VABC.A/B/C/ = SAABC-A,A = %
A B
\\\ N

) 1
Goi H Ia trung diém BC ta c6 MH = JAB = g NH = AA = a3

Do d6 MN = VMH2 + NH? = &Y

4.14. Cho lang tru tam giac ABC.A'B'C’' ¢c6 ABC la tam gidc vuong tai A, AB = a, AC = a+/2, hinh
chiéu ctia A’ trén (ABC) trung trung diém BC. Tinh thé tich khdi lang tru, biét CC’ = 2a.

a2\/§
5

1
Lai gidi. Dien tich diy ABC Ia Saapc = ;AB.AC =
Goi H 1a trung diém BC ta c6 A’H 1 (ABC).
1 1
Tam gidic ABC vuong tai A nen AH = 3BC = S\/AB? + AC? = “73

Suy ra AH = VAA? — AH? \ﬁ
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B’ C’
B C
B
A
3
2 Z 2
Vﬁy thé tich khoi léng tru ABCA/B,C/ la VABC.A’B’C’ = SAABC'A,H = a l/>6

4.15. Cho lang tru tam gidac ABC.A'B'C’ ¢6 ddy ABC la tam gidc déu canh a vi diém A’ cach déu cac
diém A, B,C. Canh bén AA’ tao v6i mat phéng day mot goc 60°. Tinh thé tich ctia khoi lang tru.

1 2
Loi gidi. Dien tich déy ABC la Saapc = 5 AB.AC.sin60° = a ;/3.

Goi H 1a trong tam tam gidc ABC ta c6 A’H 1L (ABC), suy ra goc gitta A’A va (ABC) la AAH = 60°.
B’ o

A
Ta c6 AH = a\3/§ = A'H = AH.tan60° = a.
A 2. £ 1x 185172 / a3\/§
Vay thé tich khoi lang tru ABC.A'B'C’" 1a Vagc.arpcr = Saapc.A'H = 1

4.16. Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’ ¢6 day ABCD la hinh chit nhat. Hinh chiéu ctia A’ tren (ABCD)
triing véi giao diém ctia AC va BD. Tinh thé tich khéi hop ABCD.A'B'C'D’, biét AB = a; AC = 2a;
AA" = 3d.

L&i giai. Ta c6 ABCD la hinh chit nhat nén AD = VAC? — AB? = aV/3.
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Dien tich day ABCD la Sapcp = AB.AD = a?V/3.
Goi O la giao diém ctia AC va BD ta c6 A’OL(ABCD), suy ra A'O = V/AA? — AO? = 2a+/2.
Vay thé tich khoi hop ABCD.A'B'C'D’ 1a VaBcp.arB oD = Sapcp.A'O = 2a3\/6.

4.17. Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’ ¢6 mat bén AA’D'D 1a hinh thoi canh 2a, nim trong mat phang
vuong goc v6i (ABCD) va cach BC mot khoang bang a. Biét canh ben AA’ hop véi (ABCD) mot goc
bang 60°. Tinh thé tich khéi hop ABCD.A'B'C'D'.

L&i giai. Dien tich day ABCD 1a Sapcp = d(BC,(AA'D'D)).AD = 2a3.

Goi O 1a hinh chiéu ctia A’ tréen AD ta ¢6 A/OL(ABCD).
Do d6 goc gitta AA” va (ABCD) la AAO = 60°, suy ra A’O = AA’.sin60° = a/3.
Vay thé tich khoi hop ABCD.A'B'C'D" 1a Vapcp.argicrpr = Sapep-A'O = 2&3\/3.

4.18. Cho khéi hop ABCD.A'B'C'D’ c6 thé tich bang V. Tinh thé tich khéi t& dien A’ ABC theo V.

Loi giai. Goi H 1a hinh chiéu ctia A’ tréen (ABCD) ta ¢6 V = Sapcp-A'H.

1
Mat khac Vgrapo = gSAABC-AIH =

1
Vay Varape = 6V-

4.19. Cho khéi hop ABCD.A'B'C'D’ c6 thé tich bang V. Tinh thé tich khéi t& dien ACB’D’ theo V.
L&i gidi. Chia khéi hop ABCD.A'’B'C’'D’ thanh nam khdi t¢ dien B'BAC, D'DAC, AA'’B'D',CC'B'D’
vas ACB'D'.

P 1
De tinh duge Vppac = Vppac = Vaapp = Veopp = gV

10
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D! C’

/1 \
A/ . . B/

’ -

AL

1 1
Vay Vacp'p = Vapep.ascop — (Veac + Vppac +Vansp +Veerpp) =V — 4-6V = §V'
4.20. Cho hinh chép S.ABC c6 tam giac ABC déu canh a; SA vuong goc goc véi (ABC); SB = 2a. Hai
diém M, N lan lugt 1 trung diém SA, SB. Tinh thé tich khéi chop S.MNC.

a?Vv/3
T

1
Lai giai. Dieén tich tam giac ABC 1& Saapc = EAB.AC. sin 60° =
Trong tam giac SAB vuong tai A c6 SA =+/SB2 — AB? = a+/3.
. ) 1 3
Thé tich kh6i chép S.ABC 1a Vs.apc = 5Saapc-SA = e

4
S
MR
AR-- C
B
. Veunc SM SN SC 11 1
Lai c6 = — = 1==
Vs aBo SA SB SC 22 4
. , 1 3
Vay theé tich khdi chép SMNC 1a Vsyne = 4 Vs.apc = %6

4.21. Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC c6 SA = AB = a. Goi M la trung diém SB va N nim trén
SC sao cho SN = 2NC. Tinh thé tich khéi chép A.BCNM.
a’V3

1
Lai giai. Dién tich day ABC 1a Saapc = §AB.AC. sin 60° = 1

S

11
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Goi O la tam déy ta c6 AO = a\3/§ = SO =+/SA2 - AO? = a36.
. ) 1 3V2
Thé tich khéi chp S.ABC la Vs.ape = 55aapc.SO = “1\;.
. . Vsaun SA SM SN 12 1
Lai c6 =— — —=1-.-=-.
Vs.aBc SA SB SC 23 3
. 2 .. Z. . R 1 a3\/§
Do dé6 the tich khoi chop SLAMN 1a Vg apn = §VS.ABC =36
. 2 . Z. . N CL3\/§
Vay the tich khoi chop A.BONM 1a Vi penm = Vs.ape — Vs.amun = BT

4.22. Cho hinh chép tam gidc S.ABC c6 day la tam giac déu canh a; SA = 2a va SA vuong goc v6i mit
phing (ABC). Goi M, N lan lugt 1a hinh chiéu vuong géc ctia A trén SB va SC. Tinh thé tich khoi chop
A.BCNM.

1 2

Loi gidi. Dien tich ddy ABC 1a Saapc = 5 AB.AC.sin60° = a4 f.
a3
6

. . 1
The tich khoi chép S.ABC 1a Vg ape = gSAABC-SA =
S

SA.AB 2a SM 4
Ta c6 SB =+ SA? + AB? = AM = = SA?2 —AM? = —— = — = =,
& o + av'5, SB \/5 \/5 SB 5
SN 4 Vsamun SA SM SN 44 16
Tuong tu — = —. Tt d6 = ———=1.-.— = —.
WS T R T SA SB SC T 55 25
- 2 . Lo » N 80/3\/3
Do d6 theé tich khoi chép S.AMN 1a Vg apn = 2*5VS.ABC =
N 2 .. 2. . N 30/3\/§
Vay thé tich khoi ChOp A.BCNM la VA.BCNM = VS.ABC — VS.AMN = 50 .
4.23. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh ch@ nhat v6i AB = a, AD = 2a, canh SA vudng

av/3

goc v6i day, canh SB tao véi mit phang day mot goc 60°. Trén canh SA lay diém M sao cho AM = —5
Mit phéng (BCM) cit canh SD tai N. Tinh thé tich khéi chép S.BCNM.

Loi giai. Dién tich day ABCD 1a Sapcp = AB.AD = 2a
Ta c6 SAL(ABCD) nén goc gita SB va (ABCD) la SBA = 60°.
Trong tam gidc SAB vuong tai A c6 SA = AB.tan60° = ay/3.

. ) 1 243
Thé tich khéi chop S.ABOD la Vs.apcp = gSapcp-SA = a3\/§.
3 SM 2
Ta c6 SA:a\/g,AM:a\?)/inénng SN SM ,
Vi BC||AD va N la giao diém ctia SD va (BCM) nén MNHAD SD-SA -3
Vspve SB SM SC 2 2 1

Ta c6 il Pty PN ¥/ _ 2y, =V .

a(;) va.pac Sz\ggﬂf%égc 290° 4° oo . o 2] o

. Vsnme
\ el G ¥ = “Vspac = 2V, .

a Vs pac SD SA'SC 33 9 S.NMC 9 S.DAC 9 S.ABCD

12
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10a3v/3

5
Vay Vs senm = Vs.pme + Vs.nve = §VS.ABCD =5

4.24. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day A.BCD 1a hinh thoi canh a, BAD = 60°, SA vuong goc vdi mit
phéng (ABCD), SA = a. Goi C' 1 trung diém ctia SC. Mat phéng (P) di qua AC’ va song song véi BD,
cit cac canh SB, SD ciia hinh chép lan lugt tai B’, D’. Tinh thé tich ctia khéi chép S.AB'C'D’.

2
—— a”V3
Loi gidi. Dien tich ddy ABCD 1a Sapcp — AB.AD. sin BAD — 2‘[
2 .. Z. L N 1 a?’\/g
The tich khoi chép S.ABCD 1a Vs apep = gSABCDSA =5
S
\
AW
\\\\
(N
\\ \\
LN
[N (04
\\ \\ ,/’,//
\ \ ,
B/\F/’\\ //
II\ \\\ /
/
/ \ //]‘\\\ D
foN
// Bg TSN T T IIzE2 C
/ ////// \\\\\\ -7
/////// ’/’//,/’a\\\\
A= —~D

Goi O la giao diém ctia AC vd BD va goi I 1a giao diém ctia SO va AC’, ta c6 I € B'D’.
. SI 2
Xét tam giac SAC ¢6 SO va AC' 1a trung tuyén nén I 1a trong tam, suy ra 0= 73
. SB" SD'  SI 2
Theo gia thiét ta c6 B'D’'||BD, suy ra = =—.

V. SA SB' SC’ 2§BTSD_SO_§ 1
D d’ M = —. . = ]_.7.7 = = V Neoll— 7V = —V .
0 do Vo ano SA SB SC 39 3 = Vsapc 3 Vs.aBo = gVs.aBep
- Vs apcr SA SD' sC' 21 1 1 1
Vizi. . :1**:*:>V //:*V :—V .
a Ve Apc SASD SC 39 3 s.Ap'cr = gVsApc = gVs.ABcD
1 a3\/§

Vay Vs apc'pr = Vs.apcr + Vs.apcr = gVS.ABCD =13

§2. Mat Cau, Mat Tru, Mat Nén

4.25. Cho hinh chép S.ABC c6 day ABC la tam giac vuong tai B, AB = a, BC = av/2, SB = 2a. Biét
S A vuong goc véi ddy. Xac dinh tam va ban kinh mit cau ngoai tiép khoi chop S.ABC.

13
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Lai giai. Goi O la trung diém AC, ta c6 tam gidc ABC vuong tai B nén OA = OB = OC.
Goi I 1a trung diém SC ta c6 IO||SA hay IO1(ABC), suy ra [A=IB = IC = IS.
Do d6 I 1a tam mat cau ngoai tiép hinh chép S.ABC va ban kinh 1a R = IS.

S

Ta c6 AC = /AB2 + BC? = a\/3;SA = V/SB2 — AB? = a/3, suy ra SC = v/SA2 + AC? = a\/6.
Vay miit cau ngoai tiép hinh chép S.ABC c6 tam I la trung diém SC va ban kinh R = IS = %6.
4.26. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh thang vuong tai A va B. Hai mat phing (SAB) va
(SAD) cing vuong goc véi mat ddy. Biét AB = 2a,SA = BC = a,CD = 2a+/5. Tinh thé tich ciia khoi
chép S.ABCD. Xac dinh tam va ban kinh mé#t cau ngoai tiép ti dien SACD.

Loi giai. Goi H 1a hinh chiéu ctia C trén AD, ta ¢c6 CH = AB = 2a; HD = /CD? — CH? = 4a.
Suy ra AD =HA+ HD = ba.

1
Dién tich ddy ABCD 1a Sapcp = 5(AD + BC)AB = 6a°.
Ta c¢6 (SAB) va (SAD) cung vudng goc véi (ABCD) nén SAL(ABCD,).
; P 1
Do d6 theé tich khoi chép S.ABCD 1a Vs acp = gSABCD-SA = 2a3.

Ta c6 AC = VAB? + BC? = a\/5, suy ra AC? + CD? = AD? nén tam gidgc ACD vuong tai D.
Goi O la trung diém AD, ta c6 OA = OC = OD.

Goi I 1a trung diém SD ta c6 I0||SA hay IO1(ACD), suy ra [A=I1C =1D = IS.

Do d6 I 1a tam mit cau ngoai tiép tit dien SACD.

1 1 V32
Va ban kinh 1a R = IS = 55D = o V/SA? + AD? = "’TG
N o N .2 PRETON PN N .2 « L . ay/ 26
Vay mit cau ngoai tiép t dién SACD c6 tam [ 1a trung diém SD va ban kinh R =15 = 5

4.27. Cho hinh chép tit giagc déu S.ABCD ¢6 AB = a, SA = av/2. Tinh thé tich khéi chép S.ABCD. Tim
tam va ban kinh mit cau ngoai tiép hinh chép S.ABCD. Tinh dién tich va thé tich ciia khdi cau ngoai
tiép hinh chép dé.

Loi giai. Dien tich day ABCD 1a Sapcp = AB? = a?.

. 1 2
Goi O 1a giao diém ciia AC v BD ta ¢6 AO = JAC = a‘; = 50 = VSAZ — AO? = “‘2/6.
. ) 1 3
Thé tich khsi chép S.ABCD la Vs.apop = 5Sapcp-SO = a g/é ,

14
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Goi M la trung diém SA, ké MI1SA,T € SO ta c6 I la tam mat cau ngoai tiép hinh chép S.ABCD.

M I M.SA 2a
TacéASMINASOAi‘S‘;,O:&éSI:ﬁ:\/6.
Do d6 mat cau ngoai tiép hinh chép S.ABCD c6 ban kinh R = ST = \2/%.
Dién tich mit cau ngoai tiép hinh chép S.ABCD la S = 47R? = 87;(12.
16ma’

. PO P 4
Thé tich khéi cau ngoai tiép hinh chép S.ABCD 1aV = —nR3 = :
g03 P P 3 9V4§
4.28. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh, AB = av/2, BC' = av/6 va do dai céac
canh bén bang av/5. Goi giao diém ctia AC va BD 1a H. Tinh thé tich khéi cau ngoai tiép tit dien SHAB.

Lai giai. Ta c6 ABCD la hinh binh hanh nén H la trung diém AC va BD.

Lai c6 SA=SB=SC=SD nén SHLAC va SHL1BD, suy ra SH1(ABCD).

Laivi SA =SB =5C =58Dnén HA= HB = HC = HD = AC = BD hay ABCD la hinh chu
nhat.

Tit d6 ta 6 AC = VAB2 + BC? = 2av/2 = AH = av/2 = AB = HB, hay tam giac ABC déu.

S

r-—-—-—----=

S T
I
.
T
N

\/
AR

\
\
\
\
/

Goi O la trong tam tam gidc ABC, qua O ké dudong thing d song song v6i SH.
Goi M la trung diém SH, ké MI1LSH,I € d, ta c6 I la tam mat cau ngoai tiép hinh chép S.HAB.

1
Ta c6 SH = SAQ—AHQZQ\/§:>[O:SM:25H:G\2/§‘
. 2. 2
Goi N la trung diém AB ta c6 HN = a\/;\/g = a;/é = HO = §HN: a\?)/é.
N p 1
Do d6 mit cau ngoai tiép ti dien SHAB c¢6 ban kinh R = HI = VHO? + 10?2 = a\g’é}.
177a®+/51

. L. x . 4
Vay theé tich khoi cau ngoai tiép ti dién SHAB 1a V = §7rR3 = 1

4.29. Cho hinh chép S.ABC ¢6 day la tam giac can, AB = AC = a, (SBC) L (ABC) va SA =SB = a.
Chitng minh SBC 1a tam giac vuong. Biét SC = x, xac dinh tam va ban kinh mi#t cau ngoai tiép hinh
chép S.ABC.
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Lai giai. Goi H la trung diém BC, ta c6 AB = AC nén AH1BC.
Lai ¢c6 (ABC)L(SBC) va (ABC)N (SBC) = BC nén AH1(SBC).
Theo gia thiét AB = AC = AS = a, suy ra HB = BC = HS, do d6 tam gidc SBC vuong tai S.

A

S

1
Véi SC =z, ta c6 BC =/ SB2+ SC?2 =+/a?2+ 22 = AH =+/AB2 — BH? = 5\/3a2 — 2,
Goi M la trung diém AB, ké MI1AB,I € AH ta c6 I 1a tam mit cau ngoai tiép hinh chép S.ABC.

) AM.AB a?
Ta c6 AAMI ~ AAHB = Al = Vi = T
2
Vay mat cau ngoai tiép hinh chép S.ABC ¢6 ban kinh R = Al = 2 Z .
a? —x

4.30. Cho lang tru ditng tam giac ABC.A'B'C' biét AA' = AB = a; AC = 2a va BAC = 60°. Goi M 1a
giao diém ctia A’C' vi AC’. Tinh thé tich t& dien M BB'C va tinh ban kinh mit cau ngoai tiép lang tru.

Lai giai. Ta c6 BC = VAB? + AC? —2AB.AC. cos 60° = ay/3 = tam giac ABC vuong tai B.

1 23
Dién tich tam gific BB'C la Sappc = 3BC.BB' = a4 ;[
. 1
Ta 6 M la trung diém AC' nén d(M, (BB'C)) = SAB = g
L 12 e PR PN 1 , a3\/§
Do d6 theé tich tit dien M BB'C 1a Vyygpc = gSABB’C-d<M7 (BB C)) = T

A c’

Goi O la trung diém AC, tam giac ABC vuodng tai B nén OA = OB = OC.
Lai ¢c6 MO||A’A néen MOL(ABC), do d6 MA=BB=MC=MA"=MB" = MC".

N P 1 5
Vay mit cau ngoai tiép lang tru ABC.A’B’C’ ¢6 tam M va ban kinh R = §A’C = aT'

4.31. Cho hinh hop chit nhat ABCD.A'B'C'D’ ¢6 ddy ABCD la hinh vuong canh a. Duong thing A'B
lap véi day mot géc 60°. Tinh dien tich xung quanh va thé tich khéi tru ngoai tiép lang tru.

Lai gidi. Ta c6 A’/AL(ABCD), suy ra goc gitta A'B va (ABCD) la A'BA = 60°.
Trong tam gidc A’AB vuong tai A c6 A’A = AB.tan60° = av/3.
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Chuyeén dé 4. Hinh Hoc Khong Gian

Goi O va O’ lan lugt 14 tam ctia hai hinh vuong ABCD va A’'B'C'D’.

. . 2 N
Khoi tru ngoai tiép lang tru c6 ban kinh day »r = OA = a\{ va chiéu cao h = OO0’ = a/3.

B’ c’

|
|
|
|
|
|
|
\ |
|
|
|
|
|
|
|
|

60{\,‘|=\-\: IS

Dién tich xung quanh ctia hinh tru ngoai tiép lang tru 1a Sy = 271l = 7a2V/6.

a3

Thé tich ctia khéi tru ngoai tiép lang tru 1a V = mr2h = 5

4.32. Cho hinh tru c6 day la hai hinh tron tam O va O’, ban kinh day bang chiéu cao va bang a. Trén
dudng tron day tam O lay diém A, trén duong tron tam O’ lay diém B sao cho AB = 2a. Tinh thé tich
tt dien OO'AB.

ar eos TviA o . P 1 . a?
Lai giai. Dién tich tam giac AOO’ 1a Sap00r = §OA.OO =5
Ké duong sinh AA’, goi D la diém déi xing véi A’ qua O'.
Goi H 1a hinh chiéu ctia B trén A’'D, ta ¢6 BH1A'D va BH1AA' néen BHL(AA'O'O).

A D

Taco AB=+VAB2 — AA? = a3 = BD =+/A'D?2 — A'B? = q.
a3

Tt d6 ta c6 tam giac O'BD la tam gidc déu canh a, suy ra BH = —

, 1 3V/3
Vay thé tiCh t dién OO/AB la VOO/AB = gSAOO/-BH = al\Q['

4.33. Cho hinh tru c¢6 ban kinh day bing 2a va khodng cach giita hai day bang a. Cat khoi tru bdi mat
phang song song véi truc va cach truc mot khoang a. Tinh dién tich thiét dién tao thanh.

Loi giai. Goi O va O’ lan lugt 1a tam hai day ctia hinh tru.
Gia st mat phing song song véi truc cat hai dudng tron (O) va (O’) 1an lugt tai A, B va A', B'.
Goi H la trung diém AB ta c6 OH LAB vi OA = a, suy ra HA = \/OA2 — OH? = a+/3.
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Vay dién tich thiét dien ABB'A’ 1a Syppa = AB.AA" = 24%/3.

4.34. Cit hinh tru tron xoay béi mit phang () duge thiét dien ABCD la hinh vuong canh a. Biét ()
tao véi day mot goc 45°, tinh dién tich xung quanh va thé tich khoi tru.

Lai giai. Goi O va O’ lan luct 1a tam hai day ctia hinh tru.
Gia st mat phang () cit hai dudng tron (O) va (O’) 1an lugt tai A, B va C, D.
Goi H, K, I 1an lugt 1a trung diém AB,CD va OO'.

C
\
\
® ’
Kl >~ O
N \ |
\ N
N N
AN AN
N\ [N
D\\\ \\II \\
N N N
\\ I\\ \\
B R
Pras N N | T~
// [N N |
4 L\\45O[\|H A
o~ 1

Theo gia thiét ABCD la hinh vuong canh a nén AB = AD = a.
Ta c6 KH1AB va OH L AB nén goc gitta («) va day la KHO = 45°.

I1H a
Do dé tam giac OIH vuong can tai O, suyra Ol =0OH = — = ——.
g g : y NN

6
Trong tam giac OH A vuong tai H ¢c6 OA = VOH? + AH? = alf'

% va ban kinh déy r = OA = a6
/2 4

a3

Dién tich xung quanh ctia hinh tru la S;q = 27rl = .

2
? z 3 3
Thé tich ctia khéi tru 1 V = 772k = 220

RVt

4.35. Cho hinh chép déu S.ABCD c6 canh déy biing a, SAB = 60°. Tinh thé tich ciia khéi chop S.ABCD.
Tinh dién tich xung quanh v thé tich ctia khéi nén dinh S, day 14 dudng tron ngoai tiép ti giac ABCD.

Suy ra hinh tru c6 chiéu cao h = OO0’ =

Lai giai. Dién tich ddy ABCD la Sapcp = a’.
Tam gidc SAB can tai S ¢c6 SAB = 60° nén tam giac SAB déu.
. 2
Goi O 1a giao didm ciia AC va BD, ta ¢6 SO = /SAZ — AO? = “‘Qf
. ) 1 3V2
Thé tich khdi chp S.ABCD 1a Vs.apop = 5 Sapcn-SO = ¢ gf
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dl

Khéi non dinh S, day ngoai tiép tit gidc ABC'D c6 ban kinh day r = OA = \2[ duong sinh [ = SA =a
av2
5

va chiéu cao h = SO =

7ra2\/§

Dién tich xung quanh ctia hinh nén 1a S, = 7rl = 5

. ) 1 32
Thé tich cita khdi nén 1a V = 27 = Mlzf.
4.36. Cho hinh lap phuong ABCD.A’B'C'D’ canh a. Tinh dién tich xung quanh va thé tich ciia khéi nén

c6 dinh O la tam hinh vuong ABCD va day nai tiép hinh vuong A’B'C'D’.

Lai giai. Goi M la trung diéem A’B’ va O’ 1a tam hinh vuong A’B'C'D/’.
1
Ta c6 00" = AA" = a; O’M:§B'C’:g; OM =+OO? + O'M? = \[
Do d6 khéi nén dinh O, day noi tiép ti giac A’B’'C’D’ c¢6 ban kinh day r=0M = g, duong sinh

I=0M = 22 4 chidu cao h = 00’ = a.
B C
I
I
I
| 7
il
I /7|
e
|/’ |
i
A !
/0 |
/ e
/’éhx : ,/’/”Cl
/y AN -
Me-----=x7
7 /”/ OA\
- .
A D’
2
5
Dién tich xung quanh ctia hinh nén 1a S, = 7rl = 7ra4f.
. ) 1 3
The tich ctia khoi nén 1a V = §7r7"2h = %.

4.37. C4t hinh nén dinh S béi mit phing qua truc dude tam gidc vuong can canh huyén av/2. Tinh dién
tich xung quanh, dién tich day va thé tich ctia khéi nén. Cho day cung BC ciia duong tron déy sao cho
(SBC) tao véi day mot goc 60°. Tinh dién tich tam giac SBC.

L&i giai. Goi O 1a tam ddy va mit phing qua truc cit duong tron (O) tai hai diém A, B.
Theo gia thiét tam gidac SAB vuong can canh huyén AB = av/2.

. AB N 1 2
Do dé khoi nén ¢6 dudng sinh [ = SA = ﬁ = q; chiéu cao h = SO = §AB = a,\2f va ban kinh day
2
r=0A= fAB = \Qf
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a2

Dien tich xung quanh ctia khéi nén 1a Syq = mrl =

. , 1 3V/2
Thé tich ciia khéi non 1a V = Zmr2h = ”“12[.

2

Goi H la trung diém BC ta c6 SH 1 BC va OH 1 BC nén géc gitta (SBC) va day 13 SHO = 60°.

SO 6
Trong tam gidc SOH vuodng tai O c¢6 SH = — = M.
sin 60° 3
2
Suy ra BH = /SBZ — SH? = “f _ po = 2V3

3
1 22
Dién tich tam giac SBC 1a S = §SH.BC ¢ :;[

4.38. Cho hinh nén dinh S, duong cao S O Goi A, B 1a hai diém thuoc duong tron day sao cho khoang
cach tit O dén AB bang a va SAO = 30°, SAB = 60°. Tinh dién tich xung quanh va thé tich hinh nén.

Loi giai. Goi H 1a trung diém AB, theo gia thiét ta c6 OH = a.
Tam giac SAB can tai S va c6 SAB = 60" nén tam giac SAB déu.
Dat AB =2z (z > 0), ta c6 SA = 2x; OA = VOH? + AH? = /a2 + 2.

2
Trong tam gidc SOA vuong tai O c6 OA = SA.cos30° < Va2 +22 =xV/3 oz = a\Qf.

2 /2

Khi d6 OA = ——;SA =aV2 = SO =+/SA - 0A?
Khéi nén c6 dudng sinh [ = SA = a/2; chiéu cao h = SO = i va ban kinh day r = OA = \2/6

Dién tich xung quanh ctia khéi nén 1a S, = 7rl = ma?V/3.

. 3 1 3V/2
Thé tich ctia khéi non 1a V = gwr2h _ T 4‘(
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§3. Quan Hé Vuong Géc

4.39. Cho hinh chép S.ABC c6 tam giac ABC vudng tai B; canh bén SA vudng gbc véi ddy. Goi H 1a

hinh chiéu ctia A trén SB. Ching minh dudng thang AH vuong géc véi mit phing (SBC).

BCl1AB
LJi giai. Ta c6 ¢ = BC1(SAB) = BCLAH.
BC1SA
S
)
A C
O
B

Lai c6 AH1SB. Do d6 AH1(SBC) (dpcm).

4.40. Cho hinh chép S.ABC, biét SA = SB = SC = a, ASB = 60°, BSC' = 90°, CSA = 120°. Goi H 1a
trung diém AC. Chitng minh dudng thing SH vudng goc v6i mit phiang (ABC). Tinh thé tich khéi chop

S.ABC.

Loi giai. Tam giac SAB déu nén ta c6 AB = SA = a.
Tam giac SBC vuong tai S nén ta c6 BC = v/ SB2 4+ SC? = ay/2.
Tam gidgc SAC ¢6 AC = /SA2 + SC? —28A.5C. cos60° = av/3.
T d6 suy ra tam gidc ABC vudng tai B.
Vi H la trung diém AC nén HA = HB = HC, ma SA = SB = SC nén SH 1 (ABC).

S

B
B

a?V/2

1
Dién tich tam giac ABC 1a Saapc = iAB.BC =
Trong tam giac SHA vuong tai H ¢c6 SH =/ SA2 — HA? = g.
a2

; . 1
The tich khoi chop S.ABC 1a Vg apc = gSAABC‘SH = o

4.41. Cho hinh chép S.ABC c6 day ABC la tam giac déu canh 2a; canh bén SA vuong goéc véi day;
SA = a/3. Goi E, F lan lugt la trung diém ctia BC va SE. Ching minh hai dudng thing AF va SC

vudng goc v6i nhau.

BC1AFE
Loi giai. Ta c6 ¢ = BCL1(SAE)= BCLlAF.
BCL1lSE

Tam gidc ABC déu canh 2a nén dudng cao AE = ay/3.
Do d6 tam gidc SAFE vudng can tai A, suy ra AF1SFE.
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Tt dé ta c6 AFL(SBC), suy ra AF 1L BC (dpcm).

4.42. Cho hinh chép S.ABCD c6 déy 1a hinh vuong canh a; canh bén SA vuong géc véi day va SA = av/2.
Goi M, N lan lugt 1a hinh chiéu ctia A trén SB va SD, chiing minh duong thing SC vuong géc véi miit
phéng (AMN). Goi K la giao diém ctia SC va (AMN). Chitng minh hai duong thang AK va M N vuong
gbc v6i nhau. T d6 tinh dién tich ti giac AMKN.

Loi giai. Ta ¢6 BOCLAB va BCLSA nén BCL(SAB) hay BCLAM.
Hon nita AM LSB, suy ra AM 1L(SBC) hay AM1SC (1).
Lai ¢c6 DCLAD va DC1SA nén DCL(SAD) hay DCLAN.
Hon nita ANLSD, suy ra ANL(SDC) hay AN LSC (2).

Tt (1) va (2) ta c6 SCL(AMN) (dpem).
S
\
\\
AW\
W\
\\\\
\\\
\\ \
\ \\ K
LR -
\ \ -,
\ \’\, 7
\ -
M\ N\
SN
/ \ AN
/l \\ //I\\\\\ N
/ v \
/ /\
/ ,B,‘* il il et C
/ /s ~ \ _--"
A San -7
///// \\i\,/ -
/ 3 - ~
//// ,/”/ O \\\
A= ~D

Hai tam giac SAB vad SAD bang nhau nén SM = SN, suy ra M N||BC.
Ta c6 BD1SA va BD1AC nén BD1(SAC), suy ra MN_L(SAC) hay MN 1L AK (dpcm).
Ta c6 SCL(AMN) = SCLAK ma SA = AC = a+/2 nén K i trung diém SC.

1 1
DO dé AK: §SC: §VSA2+AC2 = Q.
Goi O la giao diém ctia AC véi BD va I 1a giao diém ctia SO véi AK.

ST 2 2 2av2
Khi d6 I 1a trong tam cia tam gidc SAC = — = - = MN = -BD = a\[.
SO 3 3 3
S L N 1 a2
Vay dién tich ti giac AMKN 1a Sapygn = iAK.MN = 3

4.43. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh vuong canh a; mit bén SAD 1a tam giac déu va nam trong
mit phang vuong goc véi day. Goi M, N, P lan lugt 1 trung diém cac canh SB, BC va CD. Ching minh
AM vuong goéc v6i BP va tinh thé tich khéi ti dien CM N P.

L&i giai. Goi H la trung diém AD, ta c6 SHLAD, suy ra SH1(ABCD).
Ta ¢c6 ABCD la hinh vuong nén BP1LHC, lai c6 BP1SH, suy ra BPL(SHC).
Mit khdc MN||SC = MN||(SHC) va AN||HC = AN||(SHC) nén (AMN)||(SHC).
Tw d6 ta ¢c6 BPL(AMN) hay BP1AM (dpcm).
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R 1
Tam gidac SAD deu canh a nén SH = a\2/§ =d(M,(NPC)) = -SH = @.

1
Dién tich tam giac NPC la Sanpc = §CN.CP = —.

4 Z 1
Vay the tich khoi ta dien CM NP 1a Voynpe = gSANPC“d(Ma (NPC)) = 96

4.44. Cho hinh chép S.ABCD ¢6 day ABCD 1a hinh thoi c¢6 canh bing a; géc BAD = 60°. Canh ben
6 )

S A vudng gbc véi day; SA = (1\2[. Chitng minh hai mat phang (SCB) va (SCD) vuodng gbéc v6i nhau.

Lai gidi. Ta ¢6 ABCD la hinh thoi canh a va BAD = 60°, suy ra AC = av/3 va BD = a.

Goi H 1a hinh chiéu cia B trén SC, ta ¢c6 SCLBH va SCLBD, suy ra SC L(HBD).
Do d6 géc gita hai mat phang (SCB) va (SCD) la géc gitta hai duong thang HB va HD.

A
) HO CO CO.AS CO.AS a
Ta c6 ACHO ~ CAS, suyraA—S—@hayHO— S T Jsarsac: 2

1 P

Suy ra HO = §BD, ma HO la trung tuyén cua tam giac H BD nén tam giac H BD vuodng tai H.

Tit d6 ta ¢ géc gita hai mat phang (SCB) va (SCD) biang 90° hay (SCB)L(SCD) (dpcm).
4.45. Cho hinh chép S.ABC. bay ABC' la tam giac vudng tai B, canh SA vudng géc véi day, ACB = 60°,
BC = a,SA = ay/3. Goi M la trung diém canh SB. Chitng minh hai mit phing (SAB) va (SBC) vudng
goc véi nhau va tinh thé tich khéi ti dien M ABC.
Loi giai. Ta ¢6 BOLAB va BCLSA, suy ra BOL(SAB), do d6 (SAB)L(SBC') (dpcm).

S

<
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1 2V3
Ta c6 AB = BC.tan60° = av/3, suy ra dién tich tam giac ABC 1a Saapc = §AB.BC _— ;f
7 1
Vi M la trung diém SB nen d(M, (ABC)) = JSA = “73
. ) 1 3
Vay thé tich khdi tit dien MABC 1 Viape = 5Saapc-d(M, (ABC)) = “Z.

4.46. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh chit nhat véi AB = a, AD = a\/2,SA = a va SA
vuong goc véi (ABCD). Goi M, N lan lugt 1a trung diém ciia AD va SC; I 1a giao diém ctia BM va AC.
Chitng minh (SAC) vudng géc véi mat phang (SMB). Tinh thé tich ctia khéi tit dien ANTB.
AB BA —
Loi giai. Ta co6 I =-BC = V2= ABAM ~ ACBA, suy ra ABM = BCA.
Do d6 ABM + BAC = BCA + BAC = 90°, suy ra AIB = 90° hay BM 1 AC.
Lai c6 BM 1SA, suy ra BM_L(SAC) hay (SBM)L(SAC) (dpcm).

AB.AM  aV3 BA.BC a6 1 a’y/2
S = = BI = = = —-AI.BI = .
Ta c6 Al B 3 1 5 suy ra SAAIB 5 5
Vi N la trung diém SC nén d(N, (AIB)) = §SA = %.

. ) 1 3V2
Vay thé tich kh6i tit dien ANTB 1a Vavrs = 5 Saars-d(N, (AIB)) = a3\6[.

84. G6c Va Khoang Cach
4.47. Cho hinh chép tam giac S.ABC c6 ABC' la tam gidc vuong tai B; SA = AB = BC = a vd SA
vuong goc véi (ABC'). Tinh goc gitta AC va (SBC).

Loi giai. Ta ¢c6 BCLAB va BCLSA, suy ra BCL(SAB).
Goi H la trung diém SB, vi AS = AB nén AH1SB, hon nita AH 1 BC, suy ra AH 1 (SBC).
Do d6 HC 1a hinh chiéu cia AC tren (SBC), suy ra ACH la goc gitta AC va (SBC).

S
AY C
O
B
ASAB  AS.AB av/2

) — VABT T BC? = : _ _ —
Ta c6 AC AB? + BC av2; AH B T An 5
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AH 1 —
—, suy ra ACH = 30°.

Trong tam giac AHC vuodng tai H ¢6 sin ACH = 1C =3

Vay goc gitta AC va (SBC) bang 30°.

4.48. Cho hinh chép déu S.ABCD c6 AB = a. Goi M, N lan lugt 1a trung diém SA, CD. Biét géc giita
dudng thing M N va mit phing (ABCD) biang 60°. Tinh sin géc gitta duong thang M N va mit phing
(SBD).

Lai giai. Goi O la giao diém ctia AC va BD va H la trung diém OA.
Ta ¢c6 MH||SO, suy ra MH1(ABCD) hay HN la hinh chiéu cia M N trén (ABCD).
Do d6 goc gitta MN va (ABCD) la M N H, theo gia thiét MNH = 60°.
V1
Trong tam giac CHN c¢6 HN = /CH?2 + CN?2 —2CH.CN.cos45° = a4 1 0.

AN - _ am; MH = NH. tan 60° = ‘“Z%.

Trong tam gidc M HN vudng tai H ¢c6 MN =

cos60° 2

Goi I 1a trung diéem OD va J 1a trung diém SO, ta c6 MJ||NI; MJ = NI va MJ1(SBD).
. 1 —
Do dé, goi K la giao diem ctha MN va IJ ta c6 JK = §IJ va MK J la goc gita MN va (SBD).

2
Ta c6 IJ = VJO2+ 1O0% = /MH? + OI2 = av/2, suy ra M.J = VMKZ2 — JK2 = “T.

— MJ 1
Trong tam gidc MJK vudng tai J cO sSinMKJ = —— = —.
g g g te 1 K5
Vay sin goc gitta M N va (SBD) 1a —.
iy sin goc g ( ) 7

4.49. Cho lang try ABC.A'B'C" c¢6 ddy ABC la tam giac déu canh a; B’A = B'B = B'C = a. Tinh thé
tich khdi lang tru ABC.A’B'C’ va tinh sin géc gitta hai mat phang (A’ABB’) va (B'BCC).

a?V/3
4 .
C/

1
Loi giai. Dién tich tam giac ABC' 1a Saapc = §AB.AC. sin 60° =
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Goi O la trong tam tam gidc ABC ta ¢c6 B'OL(ABC) va B'O = B'A? — AO? = a\S/é.

. , 32
The tich khoi léng tI’u ABCA/B/C/ la VABC.A/B’C/ = SAABC-B/O = a [

) 3
Goi M 1a trung diém BB, ta c6 AM LBB',CM1BB' va AM = CM = “;ﬁ
Goi «a goc gitta (A’ABB’) va (B'BC(C"), ta c6 « la goc gita AM va CM.

——  MA?+ MC? - AC?* 1 — 22
Trong tam giac M AC ¢6 cos AMC = 2?\4%13\40 ¢ :§:>sinAMC': V2
_ 2v/2
Vaysma:T.

4.50. Cho hinh chép S.ABCD cé déy la hinh vuong canh 2a, SA = a, SB = a\/3 va mat phang (SAB)

vuong goc véi day. Goi M, N lan lugt 1a trung diém cic canh AB, BC. Tinh theo a thé tich khéi chép
S.BM DN va tinh cosin goc giita hai dusng thing SM va DN.

Lai giai. Dién tich ti@ gidc BM DN 1a Spypn = Saep — (Saamp + Sacnp) = 2a2.
1z 1
Dé thay tam gidc SAB vuong tai S, suy ra SM = §AB = a.

Khi d6 tam gidc SAM déu canh a nén goi H la trung diém AM ta c6 SHLAM va SH = av3
Lai ¢6 (SAB)L(ABCD) nén SH.L(ABCD).

. 2 .. % . N 1 CL3\/§
Do d6 theé tich khoi chép S.BM DN 1a Vs gypy = gSBMDN-SH =3

1 \
et /'4:? D
lg2 T -
MKEET

Ké ME||DN,E € AD ta c6 AE = fAD =
Goi a la goc gitta SM va DN ta c6 a bang goc gitta SM va M E.
Ta c6 AELAH va AE1SH, suy ra AELSA, do d6 SE = SA2 + AE? = avh

2
——  SM?+ ME? - SE?
Lai c6 ME = VAM? + AE? = —\[ , suy ra cos SME = QTSM.ME =

Vay cosa = —.

4.51. Cho lang tru ABC.A’B'C’ ¢6 do dai canh bén bang 2a, ddy ABC la tam giac vuong tai A, AB =
a, AC' = a+/3 va hinh chiéu vuong goéc clia dinh A’ trén mit phang (ABC) 1a trung diém ctia canh BC.
Tinh theo a thé tich khéi chép A’.ABC. Tinh cosin géc giita hai duong thing AA’ va B'C".

1 2
Loi gidi. Dien tich tam gidc ABC la Saapc = 5 AB.AC = a 2‘/3
. 1 1
Goi H 1a trung diem BC ta ¢6 AH = §BC’ = 5\/1432 + AC? = a.
Theo gid thiét A’H1(ABC), suy ra A'H = A'A? — AH? = a\f

Thé tich khéi chop A’.ABC 1a Var apc = gsA aApc ATH = %
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C/

Ta c6 AA'||BB’ va B'C'||BC nén goc gitta AA’ va B'C’ 1a goc gitta BB’ va BC.
Trong tam giac A’B'H vuong tai A’ ¢6 B'H = VA'H? + A/B”? = 2a.

— BB? + BH? — B'H? 1
Goi «a la goc gitta AA” va B'C” ta ¢6 cosa = | cos B'BC| = ;BB’.BH =T

4.52. Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC c6 canh day biang a, géc gitta mat bén va day bang 60°. Goi
M, N lan luot la trung diém AB, AC. Tinh theo a thé tich khéi chép S.ABC va khoang cach tit A dén
mit phang (SMN).

e eae e y . 1 .. a3
Lai giai. Dieén tich tam giac ABC 1& Saapc = §AB.AC. sin 60° = 1

Goi P la trung diém BC, ta c6 APLBC va SPLBC, suy ra SPA la géc gitta (SBC) va (ABCD).
Theo gia thiét SPA = 60°.

1 3
Goi O Ia trong tam tam gidc ABC, ta c6 OP = S AP = "’*6[ — SO = OP. tan 60° = g
2 P 1 3 3
Thé tich khéi chép S.ABC 1 Vs.ape = 5 Saanc.SO = GQ\[ ,

Goi I 1 giao diém clia MN va AP ta c6 TA = 310, suy ra d(A,(SMN)) = 3d(O,SMN).
Ta c6 MNLAP v MN LSO nén MN_L(SAP).
Goi H la hinh chiéu ctia O trén ST ta c6 OHLSI va OH1LMN nén OH L (SMN).

Ta CcO IO = A F = —, S]]y ra OH S S '
va, oang ca tu A é N a d 4 N H 1

4.53. Cho hinh chép S.ABC c¢6 day ABC la tam giac vudng can tai B, AC = 2a, SA = a. Tam giéc
ASC vuong tai S va nim trong mit phing vuong goc véi day. Tinh theo a thé tich khéi chép S.ABC va
khoang cach tit C dén mat phang (SAB).

L&i giai. Tam gidac ABC vuong can tai B va AC = 2a nén AB = BC = aV/2.
1
Dién tich tam giac ABC 1a Saapc = §AB.BC =a’.
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Goi H la hinh chiéu ctia S tren AC, vi (SAC)L(BAC) nén SH1(BAC).

Trong tam giac SAC vuong tai S c6 SC = VAC? — AB? = a\/3 = SH = Si’gc = a\2/§'
3
Thé tich khdi chép S.ABC 1a Vg apc = éSAABC“SH _¢ g/g
S
Y
A C
M
<D
B
Ta c6 AH =V SA? — SH? = — :> CA=4HA, do d6 d(C,(SAB)) = 4d(H,(SAB)).

Goi M la hinh chiéu cta H tren AB, taco ABLMH va AB1SH nén ABL(SHM).
Goi K la hinh chiéu ctia H tréen SM ta c6 HK1SM va HK LAB, suy ra HK 1 (SAB).

“4f SH? + MH? = ‘ﬁ HK_HS’HM:G\/ﬁ.

SM 14
Vay khoang céc tit C' dén (SAB) 1a d(C, (SAB)) = 4d(H, (SAB)) = AHK = 2‘“7/ﬁ.

TacéMH:iBC:

4.54. Cho hinh hop chi nhat ABCD.A'B'C'D’ ¢6 AB = a,AD = 2a, AA" = a. Tinh khoang cach gitta
hai dudng thang AD’ va B'C. Goi M la diém thuoc canh AD sao cho AM = 3M D, tinh khoang cach tit
M dén (AB'C) va tinh thé tich tt dien AB'D'C.

Lai gidi. Ta c6 AD'||[(BB'C'C) nén d(AD', B'C)
Ta c6 AM =3MD = MA = ZDA, do do d(

= d(AD', (BB'C'C))
M,(AB'C)) =

— d(A, (BB'C'C))
Zd(D, (AB'C)) = Zd(B

Goi H la hinh chiéu ctia B tréen AC va K 1a hinh chiéu ctia B trén B'H.
Ta c6 ACLBH,AC1B'B = AC1BK va BK1B'H nén BKJ_(AB/C).

BA.B
Ta c6 BH = ACC
Do d6 d(M,(AB'C)) =

Thé tich khéi hop ABCD.A'B'C'D' 1a Vapep.apcrp =
Chia khéi hop ABCD.A’B’C'D’ thanh 5 khoi tit dién B’BAC D'DAC, AA’B D',CC'B'D'v

, — §SAABC BB

Dé thay Ve'pac = Vorpac = Vaasp = Voo sp

Vay thé tich khéi tit dien ACB'D’ 1a Vacppr =

Vapcp.arBorp
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\/5 B'H 3
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/ II N
1 'l N
! | ~
/ I <
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4.55. Cho hinh chép S.ABCD c6 day 1a hinh thoi tam O, canh a, BAD = 60°, S0 = a va SO vuong goc
v6i (ABCD). Tinh khodng cach tit O dén (SBC) va khoang cach giita hai duong thing AD va SB.

Loi gidi. Theo gid thiét ABCD la hinh thoi canh a va BAD = 60°, suy ra BD = a va AC = a/3.
Goi H 13 hinh chiéu ctia O trén BC va K 1a hinh chiéu ctia O trén SH.
Ta c6 BCLOH va BC LSO, suy ra BCLOK, hon ntta OK LSH nén OK L(SBC).

Tam giac OBC vuong tai O ¢6 OH = O%.gC’ = af = OK = ﬁijngQ = a\1/95>7
Tit d6 ta 6 d(O, (SBC)) = OK = “‘1/57.
S

Ta ¢6 AD||BC neén d(AD, BC) = d(AD, (SBC)) = d(A, (SBC)) = 2d(0, (SBC)) = QGf'

4.56. Cho hinh chép S.ABCD c6 diy ABCD la hinh chit nhat, AB = 2a. Tam gidc SAB déu va nim

trong mit phang vuong goc véi day. Biét SD = a+/13, tinh theo a thé tich ctia khéi chép S.ABCD va
khoang cach giita hai duong thing SC va BD.
Loi giai. Goi H 1a trung diém AB ta c6 SH1AB = SH1(ABCD).

Tam giac SHA vuong tai H ¢6 SH = /SA?2 — HA? = a\/3.

Ta c6 ADLAB va AD1SH nén AD1SA, suy ra AD = +/SD? — SA2 = 3a.

Dién tich hinh chit nhat ABCD la Sapcp = AB.AD = 6a°.

. P 1
The tich khoi chép S.ABCD 1a Vs apep = gSABC’D~SH = 2&3\/3.

Goi M la trung diém SA ta c6 SC||MO, suy ra d(SC, BD) = d(SC,(MBD)) = d(A, (MBD)).
Goi N la trung diém HA ta c6 MN||SH, suy ra MN 1 (ABCD) va d(A,(MBD)) = %al(N7 (MBD)).

Goi I 1a hinh chiéu ctia N trén BD va K 1a hinh chiéu ciia N trén NI.
Ta ¢c6 BDINI va BDIMN = BDINK ma NK1MI nén NK1(MBD,).

AD.BN
Ta c6 AIBN ~ AABD, suy ra IN = _ Yo
BD 213

NM.NT 9a

Tam giac M NI vuéng tai N ¢c6 NK =

VNMZENE  4J/10

Vay khoéing cich gitta SC va BD la d(SC, BD) = ;NK = \/—%.
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4.57. Cho lang tru diing ABC.A'B'C’ ¢6 day ABC la tam giac vuong, AB = AC = a, canh bén AA" =
av/2. Goi M la trung diém ctia canh BC. Tinh theo a thé tich ciia khéi lang tru ABC.A’B'C’ va khoang
cach gitta hai duong thing AM va B'C.
1 2
Loi gidi. Dien tich tam gidc ABC 1a Saapc = AB.AC = %
z . Z: 1x 2o e AR 1 / a3\/§
The tich khoi lang tru ABC.A'B'C' 1a Vapc.argror = gSAABC-AA =5

A/ Cl

B/

Goi N la trung diém BB’ ta c6 B'C||MN nén d(B'C, AM) = d(B'C, (AMN)) = d(B, (AMN)).
Trong tam giac ABC vuong tai A ¢c6 BM = %BC = %\/AB2 + AC? = CLTZ = BN.

Do dé goi H 1a trung diém M N ta c6 BHLMN va BH 1AM suy ra BH1(AMN).

1 1
Trong tam gidc BMN vuong tai B c6 BH = ;MN = _VBM? + BN = %

Vay khodng cach gitta AM va B'C' 1a d(AM, B'C) = BH = g
4.58. Cho hinh lap phuong ABCD.A’B'C'D’ ¢6 canh a. Tinh theo a khoang cach gitta A'B va B'D. Goi
M, N, P lan lugt 1 trung diém ctia BB',CD, A’D’. Tinh goc giita hai duong théng M P va C'N.

Laoi giai. Tac6 BA'=B'C'=B'B=ava DA'=DC’' = DB =av2 nén B'D1(A'C’'B).
Goi G la giao diém ctia B'D va (A'C'B), vi AA'C'B déu nén G la trong tam AA'C'B.
Goi I 1a trung diém A’B ta c6 GILA'B va GI LB'D, suy ra d(A’B, B'D) = GI.

6
X6t AA'C'T vuong tai I c6 C'T = JAIC2 — ATT2 = “\2[
1 6
Do d6 khodng cich gitta A'B va B'D la d(A'B, B'D) = GI = C'T = %
A P D
/,: \\\ ///
I/I: AN ) ¢
B / : /\\ !
I 4 N
\\\\\\/ :/, /\/\</,
\\ l'\\’(( Pk .
Ny // ':>:/ N
Nz e S~ N
¥ G \
//II \\ | \\\ \\
7y \ I ~ - \\
M // \\: E \\\\\\
;A 10D
B C

Goi E la trung diém CC’ ta c6 C'NLED' va C'NLME nén C'NL(MED'P).
Tt d6 suy ra C'N LM P hay goc giita hai dudng thing M P va C'N 1a 90°.
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CAC BAI TOAN THI

4.59. (THPTQG-2015) Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh vuong canh a, SA vuong goc véi
mit phang (ABCD), géc giita dudng thing SC va mat phing (ABCD) biang 45°. Tinh theo a thé tich
ctia khoi chop S.ABCD va khoang cach giita hai duong thing SB, AC.

4.60. (A-2014) Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABC D la hinh vuong canh a, SD = 3?&, hinh chiéu vuong

goc ctia S trén mat phang (ABCD) la trung diém ctia canh AB. Tinh theo a thé tich khéi chép S.ABCD
va khoéng cach tit A dén mat phéng (SBD).

4.61. (B-2014) Cho lang tru ABC.A’B'C’ ¢6 day la tam giac déu canh a. Hinh chiéu vuong goc cia A’
trén mat phang (ABC) la trung diém ctia canh AB, géc giita duong thang A’C va mit day bang 60°. Tinh
theo a thé tich ctia khéi lang tru ABC.A'B'C’ va khoang céch tit diém B dén mat phing (ACC'A’).

4.62. (D-2014) Cho hinh chép S.ABC c¢6 day ABC' la tam gidc vuong can tai A, mit bén SBC la tam
giac déu canh a v mit phang (SBC) vuong goc véi mit ddy. Tinh theo a thé tich ctia khéi chép S.ABC
va khoang cach gitta hai dudng thang SA, BC.

4.63. (CDH-2014) Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh vudng canh a; SA vudng goéc véi day; SC tao
v6i day mot goc 45°. Tinh theo a thé tich ctia khéi chép S.ABCD va khoang cach tit diém B dén mat
phang (SCD).

4.64. (A-2013) Cho hinh chép S.ABC c6 day la tam giac vuong tai A, ABC = 30°, SBC 1a tam giac déu
canh a va mit bén SBC vuong géc véi day. Tinh theo a thé tich khéi chop S.ABC va khoang cach tit C
dén mat phing (SAB).

4.65. (B-2013) Cho hinh chép S.ABCD c6 day 1a hinh vuong canh a, mat bén SAB la tam gidc déu va
nim trong mit phing vuong goéc véi day. Tinh theo a thé tich khéi chép S.ABCD va khoang céach tit A
dén mat phang (SCD).

4.66. (D-2013) Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day la hinh vuong canh a, canh bén SA vuong géc véi ddy,
BAD = 120°, M la trung diém ctia canh BC va SM A = 45°. Tinh theo a thé tich khéi chép S.ABCD va
khoang céch tit D dén mit phang (SBC).

4.67. (CD-2013) Cho lang tru déu ABC.A'B'C' ¢c6 AB = a va duong thing A’'B tao véi ddy mot géc
bang 60°. Goi M, N lan lugt 1a trung diém céc canh AC va B’C’. Tinh theo a thé tich khéi lang tru
ABC.A'B'C’ va do dai doan thang MN.

4.68. (A-2012) Cho hinh chép S.ABC ¢6 day 1a tam gidc déu canh a. Hinh chiéu vuong goc ctia S trén
mat phang (ABC) la diém H thuoc canh AB sao choHA = 2HB. Goc giita dudng thing SC va mat
phéng (ABC) bing 60°. Tinh thé tich ctia khéi chép S.ABC va tinh khoang cich giita hai dudng thang
SA va BC theo a.

4.69. (B-2012) Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC v6i SA = 2a, AB = a. Goi H la hinh chiéu vuong
géc clia A trén canh SC. Chitng minh SC vuong goéc v6i mat phiang (ABH). Tinh thé tich ctia khdi chop
S.ABH theo a.

4.70. (D-2012) Cho hinh hop ding ABCD.A'B'C'D’ ¢6 day 1a hinh vuong, tam gidc A’AC vudng can,
A’C = a. Tinh thé tich khéi tit dien ABB'C’ va khodng cach tit diém A dén mit phang (BCD’) theo a.

4.71. (CD-2012) Cho khéi chép S.ABC c6 day ABC la tam gidc vuong can tai A, AB = av/2,SA = SB =
SC. Géc giita duong thing SA va mat phiang (ABC) biang 60°. Tinh thé tich khéi chép S.ABC va ban
kinh m#t cau ngoai tiép hinh chép S.ABC theo a.

4.72. (A-2011) Cho hinh chép S.ABC ¢6 day ABC' la tam giac vuong can tai B, AB = BC = 2a; hai mit
phang (SAB) va (SAC) ciing vuong goc v6i mat phang (ABC). Goi M la trung diem AB; mat phing qua
SM va song song v6i BC, cit AC tai N. Biét goc giita hai mat phiang (SBC) va (ABC) bing 60°. Tinh
thé tich khéi chép S.BCNM va khoing cach giita hai duong thing AB va SN theo a.
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4.73. (B-2011) Cho lang truy ABCD.A'B'C'D’ ¢6 ddy ABCD la hinh chit nhat, AB = a, AD = a+/3. Hinh
chiéu vuong goc ctia diém A’ trén (ABCD) triing véi giao diém ctia AC va BD. Géc giita hai mit phing
(ADD'A") va (ABCD) bing 60°. Tinh thé tich khéi lang tru da cho va khoang cach tit diém B’ dén mit
phing (A’BD) theo a.

4.74. (D-2011) Cho hinh chép S.ABC ¢6 day ABC la tam giac vuong tai B, BA = 3a, BC' = 4a; mit
phing (SBC) vuong géc véi mit phang (ABC). Biét SB = 2a+/3 va SBC = 30°. Tinh thé tich khéi chop
S.ABC va khoang cach tit diém B dén mat phéng (SAC) theo a.

4.75. (CD-2011) Cho hinh chép S.ABC ¢6 day ABC' la tam giac vudng can tai B, AB = a; SA vudng
goc v6i mat phing (ABC), goéc giita hai mat phing (SBC) va (ABC) bang 30°. Goi M la trung diém ctia
canh SC. Tinh thé tich khéi chép S.ABM theo a.

4.76. (A-2010) Cho hinh ch6ép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vuong canh a. Goi M, N lan lugt la trung
diém ctia cac canh AB va AD; H la giao diém ctia CN véi DM. Biét SH vuong géc v6i miit phing
(ABCD) va SH = a+/3. Tinh thé tich khéi chép S.CDNM va tinh khoidng cach gitta hai duong théng
DM va SC.

4.77. (B-2010) Cho hinh lang tru tam gidc déu ABC.A'B'C’ ¢6 AB = a, géc giita hai mat phang (A’BC)
va (ABC) bing 60°. Goi G la trong tam tam giac A’BC. Tinh thé tich khéi lang tru da cho va tinh ban
kinh mit cau ngoai tiép tit dien GABC theo a.

4.78. (D-2010) Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vudng canh a, canh bén SA = a; hinh
. . A

chiéu vuong goc ctia dinh S trén (ABCD) la diem H thuoc doan AC, AH = TC Goi CM la dudng cao

clia tam gidgc SAC. Ching minh M la trung diém SA va tinh thé tich khéi t& dien SM BC theo a.

4.79. (CD-2010) Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABC D la hinh vuong canh a, mit phang (SAB) vuong
gbc véi mat phing day, SA = SB, géc giita dudng thang SC va mit phing day bang 45°. Tinh theo a thé
tich ctia khéi chép S.ABCD.

4.80. (A-2009) Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh thang vuong tai A va D; AB = AD =
2a,CD = a; goc giita hai mat phing (SBC) va (ABCD) biang 60Y. Goi I la trung diém canh AD. Biét
mit phéng (SBI) va (SCI) ciing vuong géc voi mit phang (ABCD), tinh thé tich khéi chép S.ABCD
theo a.

4.81. (B-2009) Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A’B'C' ¢6 BB' = a, gbc giita dudng thing BB’ va mit
phing (ABC) bang 60°; tam gidc ABC vuong tai C va géc BAC = 60°. Hinh chiéu vuong géc clia diém
B’ 1én mit phang (ABC) trimg véi trong tam tam giac ABC. Tinh thé tich t dien A’ABC theo a.

4.82. (D-2009) Cho hinh lang tru ding ABC.A'B'C’ ¢6 day ABC la tam gidc vuong tai B, AB = a,
AA" = 2a, A'C = 3a. Goi M la trung diém ctia doan thing A’C’, I 1a giao diém ctia AM va A'C. Tinh
theo a thé tich khdi tit dien TABC va khodng cach tit A dén (IBC).

4.83. (CD-2009) Cho hinh chép tit gidge déu S.ABCD c¢6 AB = a,SA = a\/2. Goi M, N va P lan lugt la
trung diém ctia cac canh SA, SB va C'D. Chiing minh ring dudng thing M N vuong géc v6i dusng thing
SP. Tinh theo a thé tich ctia khoi tu dien AMNP.
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